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I N L E I D I N G .
Onder zekere voorwaarden kan men een som
\ -  r í n \y '  L t " t
0 <  n < 0
bi j  benadering vervangen door de bi jbehoorende integraal
' R




De var iabe le  n
segment (" ,  l i ) .
Het  l ig t  voor
tweed imens ionaa l
Men moet  dan
voor de hierbi j  voorkomende restterm.
door loopt  h ie r  de  r i j  der  gehee le  ge ta l len  op  he t
de  hand,  da t  men nu v raagt ,  o f  h ie rvan ook  een
analclgon bestaat.
de  som
)-. ,, (u, u)
beschouwen,  d ie  u i tges t rek t  word t  over  de  roos terpunten  van he t
tweed imens iona le  domein  r )  D ,  d .w.z .  over  de  punten  van D met
gehee le  co i i rd ina ten  u en v .
Daar  i k  me in  d i t  p roe fschr i f t  a l leen  to t  doe l  s te l  een n ieuwe
methode te  geven en  toe  te  l i ch ten ,  za l  l k  me beperken to t  he t
geva l  g . (u ,  v )  -  l ,  hoewel  ook  met  andere  tunc t ies  q , (u ,  u )  reeds
resultaten bereikt  z i jn :) .
Voor  d i t  b i j zondere  geva l  kan  men het  p rob leem dan a ls  vo lg t
s te l len  :
Zoek  een methode,  waar Ínede men een benader ing  kan v inden
van het aantal  roosterpunten A (D) van een domein D en geef
grenzen voor de daarbi j  gemaakte fout.
t )  Een domein  is  een twee-d in rens ionaa l  geb ied  *  de  verd ich t ingspunten
van d i t  geb ied .
2)  Z ie  b .v .  voor  y ' (u ,v )  -  p2n( ) 'u+ /4 ' )  L .  w ,  N ie land,  Zur  Theor ie  der  G i t te r -
punk te  mi t  complexen Gewich ten ,  Math .  Anna len  l0 l  (1929)  B lz .  591-604.
-
D
De belangri jkste problemen van deze soort  z i jn het c irkel-
probleem en het deelerprobleem, waarvan ik eerst een beknopt
overzicht zal  geven.
Onder  de  nage la ten  manuscr ip ten  van Gaussr )  vond men twee
onvoltooide art ikelen over roosterpunten. Hi j  berekende hier in het
aanta l  roos terpunten  A (x )  op  en  b innen de  c i rke lomt rek  nre t
s t raa l  l " i  om de oorsprong met  deze fo rmule :
A(x) :1+4 l t / i l+4
ro  l v t " f
I ; i  * sf r t-url
'  i l ' l l * '
waar in  [u ]  he t  g roo ts te  gehee le  ge ta l  <  u  voors tc l t .
F  Ê  Men kan deze lo rmule  v inden
door  z ich  he t  opperv lak  van de
c i rke l  opgebouwd te  denken u i t
A B C D +  4 D C E F + 4 C I H G - ]
8 l K H .  Í l i e r i n  i s  D C . - -  C B  -  1 .
Door  rne t  behu lp  van deze
formule  he t  aanta l  roos terpunten
met  he t  opperv lak  van de  c i rke l
(afgerond) te vergel i jken vond
Gauss r
A  ( 1 0 0 ) :  3 t 7  1 0 0  " z :  3 1 4
A  ( 1 0 0 0 ) :  3 1 4 9  1 0 0 0  z :  3 1 4 2
A  ( 1 0 0 0 0 ) :  3 1 4 1 7  1 0 0 0 0 ; r :  3 1 4 1 6
A (80000) : 251 305 80000 n :251327
A (90000) -282697 90000 t:282743
A (100000)  -  314197 100000 ' . :314159
Het  aanta l  roos terpunten  word t  dus  ongeveer  door  he t  opperv lak
voorgesteld.
Verder vest igt  Gauss nog de aandacht op de volgende algemeene
ste l l ing :
Stelling l: Heeft het domein D van enkelvoudige somenhang een
lhtrek met lengte I en een oppervlak I(D), dan is




l / i  o
vangt









is .  Ge













(z ie  2
tei ten
, )  J ,(r886).Gauss Werke l l ,  blz. 269-291 .
c i rke l -
eknopt
r twee
r in  he t
k nret
v i n d e n
yan de
<en u i t
HG+









Het eenvoudige bewijs van deze stel l ing zal  in $ I  van hoofd-
stuk I  worden gegeven. Uit  deze stel l ing bl i jkt ,  dat,  wanneer men
het aantal  roosterpunten op en binnen de cirkelomtrek met straal
) / i  om de oorsprong door het oppervlak z x van de cirkel  ver-
vangt ,  de  gemaakte  fou t  tusschen -4 (2 . ,1 / Í f  l )  en  l1 (2n l / i  1 ' t t
l igt .  Uit  di t  resultaat volgt
( l )  A ( x )  -  ; l  i r :  O ( x ' / ' ;
H ie r in  heeÍ t  de  le t te r  O de  vo lgende be teeken is :  a ls  ,p (x )  een,
voor al le bestaanbare x van een bepaalde waarde af,  gedef inieerde
posit ieve funct ie van x is en /  (x) een, van een bepaalde x af,
gedeÍ inieerde bestaanbare (of complexe) f  unct ie van Í  is,  dan
beteekent
(2) 
.Í (x) : O (,7, (-t) ),
dat er twee getal len f  en c bestaan, waarbi j  voor al le x à {
/ (x ) l<c , / ' ( Í )
i s .  G e l d t  ( 2 )  m e t  Í 6 ) : S G , y )  e n  , 7 ' ( x ) - r , ' ( Í , . y )  e n  k a n  m e n
dezelfde c en 6 voor een verzamel ing waarden van y kiezen, dan
zegt men, dat (2) uni form geldt in de y van die verzamel ing.
Het  c i rke lp rob leem behe ls t  nu  de  v raag :
Wat is de onderste grens Í /  der z in
(3) A (x) -  : (  x:  O (x ')  ?
Het antwoord op deze vraag kan nog niet gegeven worden. Wel
zi jn er vele pogingen gedaan om tot zoo klein mogel i jke waarden
van 
" 
te geraken. De belangri jkste zi jn van de volgende schri jvers:
10 .  P fe i { fe r1) .  Het  a r t i ke l ,  waar in  de  schr i j ver  z i jn  methode on t -
wikkelde, was zoo onduidel i jk en onnauwkeurig,  dat het zonder
invloed zou zi in gebleven op de ontwikkel ing van de analyt ische
getal lentheorie,  als Landau er niet  de fouten ui t  had verwi jderd.
Landau vond met deze methode het resultaat van Sierpinski
(zie 20) en bewees er bovendien nog eenige belangri jke ident i-
tei ten mee.




die met een methode van Voronoï vond, dat (3)
I
,  : ' í
3u. Van der Corput e),  die bewijst ,  dat (3) geldt voor een bepaalde
I
, /<5
Hiermee bereikte het probleem een nieuwe phase, want voordien
leverden al ler lei  verschi l lende methoden steeds weer het resultaat




40. Li t t lewood en Walf iszrJ),  die bewijzen, dat (3) geldt met
37
, :  
tL - f  u  (e  w i l lekeur ig  pos i t ie f ,  cons tan t ) .
Zi i  voegen hieraan de volgende opmerking toe ;
, ,This result  is new, but we do not regard this as the rnarn
po in t  o f  the  present  paper .  Doubt less  no  proo f  o f  u  q  I  .an  le
J
altogether easy; but whereas van der corput 's method is probably
the rnost tormidabre argument in i l re whore of pure maihenrat ics,
i t  w i l l  be  found,  tha t  the  proo f  g iven  here  is  bo th  reasonab lv
short  and not impossible to grasp in i ts ent i reiy, , .
Het  bewí js  van d i t  resu l taa t  kan  men v inden in  Landau,s  Vor -
lesungen,  Band l l ,  b lz .  lg6-273.
5r .  Wal f i sz1) ,  c l ie  bewi js t ,  c la t  (3 )  ge ld t  met
,, - l!q
494
6 " .  N i e l a n d  t ) ,  m e t
t l  P race matematvczno- f i zyczne l7  (1906) ,  b lz .  77  _11g.
.  
" )  verschàr fung der  Abschàtzung be im Te i re rprob lenr ,  Math .  Annaren i l7(1922) ,  b lz .39-65 .  Neue zahrentheore t ische Abschàtzungen,  Math .  Annaren g9(1923) ,  b lz .  2 t5 -254.
' )  The La t t i ce  Po in ts  o f  a  c i rc le ,  p roceed ings  o f  rhe  Roy,a l  Soc ie ty  A  l6 f )(1924), blz. 478-487.
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l t  met
stant).






ra len  87
ra len  89
y  A 1 6 0
Q(D) :
5
Dit  resultaat werd gevonden door een methode, die door ProÍ.  van
der Corput bi j  het deelerprobleem gebezigd werd, op het cirkel-
probleem toe te passen.
Hoofdstuk I van di t  proefschri f t  is aan het cirkelprobleem gewijd.
$  I  bevat  he t  bewi js  van de  h ie rboven genoemde s te l l ing  1 .  In  $  2
zal ik met een nog niet gepubl iceerde methode een kort  bewi js
geven van de betrekking
A  ( x )  -  n x : O  ( x " ' ' * a ; ,
geldig voor elke posit ieve e. Deze betrekking is wel veel scherper
dan d ie  van Gauss ,  maar  minder  scherp  dan d ie  van S ierp insk i .
Door di t  bewi js iets ui t  te breiden vind ik in $ 3 het resultaat
van Sierpinski .  De volgende paragraphen bevatten beschouwingen
die me in staat stel len het resultaat
A ( x ) -  . Í  x :  O  ( x " i " )
te  bewi jzen .  D i t  i s  dus  he tze l fde  resu l taa t  a ls  i k  in  l92B gevonden
heb,  maar  door  toepass ing  van de  zooevengenoemde m thode is
het bewi js aanzienl i jk korter geworden.
Daar  dezc  methode dus  in  da t  hoofds tuk  een zoo be langr i j ke  ro l
spee l t ,  za l  l k  h ie r  in  de  in le id ing  he t  beg inse l  e rvan even schetsen:
Verdeel het plat te vlak in ser ichte eenheidsvierkanten, d.w.z.
vierkanten rnet een roosterpunt ot nl iddelpunt,  waarvan de zi jden
de lengte  t  hebben en  evenwi jd ig  z i jn  aan de  a-  en  u-as .
Beschouw
i l -  rNÍ /  cos- '  -a
D
, f ,  l t  , ' )  t z
I  I  cos' ' '
l l
- t b  _  t l 2
ir cos" n v cltt tlv
(N gehee l )
z tt coS?N :r, v tltt dv
De in tegrand in  de  noemer  gee l t  een heuve l  boven he t  eenhe ids-
vierkanl om de oorsprong; de top van de heuvel l igt  boven de
oorsprong. De integrand in de tel ler geeft  een heuvel landschap,
waarvan elke heuvel,  die geen punt van de rand van D bevat,
gel i jk en gel i jkvormig is met eerstgenoemde h uvel.  We zul len Q (D)
in het vervolg , ,het heuvelquot ient van D" noemen.
Oemakshalve zul len we even aannemen, dat de rand van D geen
roosterpunten bevat.  Het heuvelquot ient s iel t  dan in het algemeen
het aantal  roosterpunten van D ongeveer voor en zal  lot  het ju iste
aantal  naderen, als N onbegrensd toeneemt, waardoor de heuvels
van te l le r  en  noemer  overgaan in  naa lden,  d ie  hun voetpunt
hebben in  de  roos terpunten .
Men kan he t  quot ien t  Q(D)  ook  schr i j ven  a ls  he t  opperv lak  van
D f een rest,  die van N afhangt.  Een voor ons doel bruikbare
bovengrens voor de absolute waarde van deze rest te geven, zal
echter rnoei l i jker bl i jken te zi jn,  naarmate N grooter is.  Hier moet
dus onderzocht worden, hoe men aan de eene kant N nog zoo
groot kan kiezen, dat Q(D) ongeveer het aantal  roosterpunten voor-
stel t ,  maar aan de andere kant toch ook niet zoo groot,  dat men
in  ana ly t i sche moe i l i j kheden vers t r i k t  raak t .
ln  hoofds tuk  lword t ,  zooz , ls  reeds  opeemerk t  i s ,  (3 )  met  , : 'U7 ,
bewezen.
Het  l ig t  voor  de  hand,  da t  men na d i t  voor tdurend k le iner  maken
van de exponent vraagt,  of  men ook waarden kent,  die r  in (3)
n ie t  kan  hebben.  H ierover  i s  o .a .  he t  vo lgende bekend:
Is 0 de onderste grens der getal ten r ' ,  waarvoor geldt
A (x) -  zx: O (x ' ' ) ,
1 1dan is  ,  =  
; '  te rw i j l  l  de  waarc le  4  n ie t  kan  aannemen.  Voor  he t
bewijs hiervan verwi js ik naar deel VII I  van Landau's Vorlesungen
i iber Zahlentheorie.
In  hoofds tuk  I I  word t  he t  dee le rpro l t leern  behande ld ,  da t  a lsvo lg t
on ts taan is :
Het aantal  deelers T(n) van een posit ief  geheel getal  n kan men
n ie t  b i j  benader ing  door  een eenvoud ige  fL rnc t ie  voors te l len .  D i t  i s
daarentegen we l  moge l i j k  voor
r ( x ; -  f  t ( r r ) ,
,2.
waarin x onbegrensd toeneemt.
Dit  is een roosterpuntenvraagstuk; immers op de gel i jkzi jd ige
hyperbool uv- n bevínden zich T(n) roosterpunten, want bi j  e lke
deeler d van n behoort  een punt met geheele coordinaten r/  en
n
7 en omgekeerd. De fLrnct ie z(x) is dus gel i jk aan het aantal  der
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d e  h y p e r b o l e n  u v - 1 , 2 ,  . . . . ,  [ x l .  D e  p u n t e n  l i g g e n  i n  h e t  d o n t e i n
D, dat begrensd wordt door de hyperbool uv -  x en door de twee
rechten  a :  1  en  u :  1 .  Omgekeerd  l ig t  ook  e lk  roos terpunt  van
dit  domein op een van die hyperbolen. De funct ie r(x) is c ius
gel i jk aan het aantal  roosterpunten A(D) van di t  domein. Het op-
pervlak I  (D) van D is gel i jk aan
* - r . | , i ,  
. i l oq . r - x+ l
u l
en de  omt rek  heef t  een lengte ,  d ie  k le iner  i s  dan 4x ,  zoodat  u i t
de  h ie rboven genoemde s te l l ing  1  vo lg t
r ( x ) : x l o g x * O ( x ) .
D i r i ch le t r )  s laagde er  in  op  de  vo lgende eenvoud ige  w i jze  een
vee l  be ter  resu l taa t  te  v inden:
Men trekt door het punt ( l  x,y 'x) van c. le gel i jkzi jd ige hyperbool
uv :  x twee rechten, evenwijdig aan de a-as en aan de l t -as.
Het  bovengenoemde domein  D word t  h ie rdoor  in  d r ie  dee len
verdeeld. Een van deze deelen is een vierkant,  waarvan men on-
rniddel l i jk het aantal  roosterpunten kan berekenen. De twee andere
deelen bevatten evenveel roosterpunten om redenen van symmetr ie.
Daar men het aantal  roosterpunten van het vierkant kent,  heeft
men dus nog slechts het aantal  roosterpunten te berekenen van het
domein D',  begrensd door de gel i jkzi jd ige hyperbool t tv:  x en de
drie rechten u -  7,  v :  l ,  u -  r l  i .  De roosterpunten van D' l iggen
op de  rech ten  u-  7 ,  2 ,  .  .  .  . ,  l l ' /  x ]  en  de  rech te  u :  l t  bevat  in  D '
i ' '  I
t l





i  í / ; í t r r
roosterpunten bevat.  Daar men de
f  1x
,#, '^\ o
zeer nauwkeurig kan benaderen,
l r i
lni ( Í  gehee l )




zooa ls  in  $  I
( i i  geheel)
van hoofdstuk l l
r )  Ber l .  Abh.  (1849)  b lz .  69-83 .  Werke  I I  b lz .  49-66 .
aangeloond zal worden, kan men inplaats van de sonr in (4) dus
ook  de  vo lgende som beschouwen:
(/z geheel) .
.  j i r , i , c "
absolute waarde van deze som S ) Vi ,  waardoor men een be-
naderde waarcle vindt voor ,1x) meieen fout,  die hoogstens van
dezelfde orde is als l / i  Stel t  men
|  (x )  _  ' (x )  -  x  ( tog  x  +_  2C _  t ) ,
waar in  c  de  cons tan te  van Eu ler  voors te l t .  dan is  he t  resu l taa t
van D i r i ch le t  
r ( ' r )  -  o  (x ' l ' ) '
He t  dee le rprob leem behe ls t  r ru  de  v raag:  wat  i s  de  onders te  g rens
der  ge ta l len  2 ,  waarvoor  ge ld t
(5) l( . r)  -  O1xi.1?
Di r i ch le t  i s  e r  nog in  ges laagd z i j r r  resLr l taa t  te  verbe teren ,  want
h i j  hee f t  kor te  t i j c l  voor  z i jn  dood aan Kronecker  geschrevenr ) :
, , se i t  L lnsenr  neu l i chen Gespràch au f  der  Fahr t  von  l l senburg
nach Harzburg  is t  es  r ' i r  ge lunge ' ,  t l i e  Funk t ion  z (x ) ,  c i íe  i ch  b isher
nur  mi t  e inem Feh ler  der  o rc lnung /x  angeben konnre ,  bedeutend
in  d ie  Enge zL t  t re iben.  D ie  A , f f induns  des  h ie rzu  d ienenden
Mi t te ls ,  we lches  a l le r  wahrsche in l i chke i t  nach auch au f  d ie  fo lgenden
Fà l le  anwendbar  se in  w i r rJ ,  rnacht  mi r  zwar  g Íosses  vergn i igen,
kornmt  mi r  aber  in  so fern  zu  unge legener  ze i t  a ls  i ch  dac lu rch  lon
der  Vo l lendung der  hydrodynamischen Abhand lung abgezogen werde,
we lche doch end l ich  fe r t ig  werden muss. ' ,
we lke  methode D i r i ch le t  heef t  gebru ik t  en  we lk  resu l taa t  h i j
hee f t  gevonden,  weten  we n ie t  en  kunnen we ook  n ie t  vermoeden,
daar er vele methoden bestaan, waarmee men zi jn eerste resultaat
kan verbe teren .  H ie rvan noem ik  d ie  van de  vo lgende schr i j vers :
f  ( x  x l  l 1
,#r.\n-lnl- zJ

















r) Lejeune-Dir ichlet,  Werke l l ,  blz. 407.

















t d a l
3 r s :
I
1o) Voronoïr) ,  die bewees, dat
. l ( x ) - O ( x ' r ' l o g x )
is .
2o) Pi l tz,  die zi in methode nooit  gepubl iceerd heeft ,  In 1901
schreef hi j  twee br ieven aan Landau, waarin hi j  z i jn methode ui t-
eenzette. De daarin gegeven bewijzen waren niet correct.  Landaui)
is er echter wel in geslaagd hiermee het resultaat van Voronoï te
v inden.  P i l t z  beweerde,  da t  h i j  (5 )  ze l fs  kon bewi jzen  met  l , : j  *u ,
waarin e wi l lekeurig posit ief  is.  Hoewel men di t  resultaat,  dat beter
is dan elke tot  nlr  toe gevonden waarde voor i ,  niet  met zi jn
methode heef t  kunnen verk r i jgen ,  v ind  ik  h ie r in  toch  aan le id ing  z i jn
methode te vermelden.
P i l t z  on tdek te  da t  de  necat ieven de  pos i t ieve  te rnren  van de  som
l ^ t  I  Il ' , - , 1 -  r )  ( hgehee l )
- /
\ -  txL \r-
r  í t r í . r , / : ;
e lkaar  zeeÍ  vc rzwakken.  Hí j  sp l i t s t  he t  in te rva l  ( , f / x )  in  dee l -
interval len en bewijst ,  dat men, door de deelpunten geschikt  te
kiezen, kan verkr i juen, dat de bi jdrage van el l< deel interval  tot  de
h ie rbovengenoenrde som van een k le inere  orde  is  dan de  lengte
van di t  deel interval .  Hierui t  volst  dan, dat de absolute ' "vaarde van
de som van een kleinere orde ís dan l '  . f .
30. Van cier CorputtJ)
l ( x ) - O ( r 0 )  b i j  g e s c h i k t  g e k o z e n  r . , ï ! o
Ook b i j  d i t  p rob leem was d i t  resu l taa t  van  zeer  g roo te  be teeken is ,
daar  a l le  andere  methoden voord ien  te lkens  weer  he t  resu l taa t  van
Voronoï opleverden.
40. Van der Corput r)
I  (x):  O {.r" / ' ,  ( log x)". ' ;
In di t  proefschri f t  zal  nog bewezen worden, dat hier in de loga-
r i thmische factor geschrapt kan worden.
I )  Journ .  f i i r  Math . ,  126 (1903) ,  b lz .  24 t -282.
2) Gótt.  Nachr. (1920), blz. 13-32.
" )  Neue Zah len theore t ische Abschàtzungen,  Math .  Ann.  89  (1923) .
n )  Zum Te i le rprob lem,  Math .  Ann.  98  (1928) .
In $ I  van Hoofdstuk I l  zal  het resultaat van Voronoï met weinig
moe i te  bewezen worden met  een nog n ie t  gepub l iceerde methode,
d ie  verwant  ís  aan d ie  der  heuve lquot ien ten .
In  $  2  za l  i k  he t  resu l taa
t ( x ) : O ( x " ' r " ;
bervi jzen, waarbi j  de methode van $ I  ook gedeeltel i jk toegepast
zal worden.
HooJdstuk I I I  is gewi jd aan beschouwingen over l iet  aautal
roos terpunten  van een t rapez ium met  een k romnre  z i jde ,  d .w.z .  een
domein S { a {  l rJ,  q < r  -<Ífu).
H ie rover  za l  met  de  in  $  I  van  hoofds tLrk  I l reeds  gebez igde
methode een a lgerneene s te l l ing  worden a fge le id ,  d ie  verwant  i s
aan een stel l ing van Prof.  Van der Corput t) .
Verder  word t  een b i j zonder  geva l  van  deze s te l l ing  behande ld ,
da t  ook  in  dee l  V l l l  van  Landau 's  Vor lesungen word t  bewezen;
de  h ie r  segeven a f le id ing  is  ech ter  kor te r .
Tens lo t te  za l  nos  b l i j ken ,  da t  de  resu l ta ten  van S ierp insk i  en
Voronoï  met  de  s te l l ingen van hoofds tuk  l l l  verk resen kunnen worden.
De hoofstukken I  en l l l  geven een groote bekort ing van deel VII I
van Landau's Vorlesungen r iber Zahlentheorie,  waarin de onder-
werpen van deze hoof dstukken behandeld worden. Overigens is
d í t  boek  van Landau voor  een vo l led ige  s tud ie  van deze prob lemen
onontbeerl i jk,  daar in di t  proefschri f t  zelden gerept zal  worden over
stel l ingen, waarbi j  de nieuwe methoden geen verkort i rrg geven.
r )  Z i e  L a n d a u ,  V o r l e s u n g e n  i i b e r  Z a h l e n t h ,  ' l e i l  V I l l .  K a p .  1 1 .  D e r  v a n  d e r
Corou lsche Satz .
